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Resum 
L’objectiu principal d’aquest treball és aconseguir levitar una bola ferromagnètica, produint un 
camp magnètic que equilibri les forces exercides sobre ella. Per a portar a terme aquesta tasca serà 
necessari el dissey d’un sensor per conèixer la posició de la bola, el disseny i implementació d’un 
controlador analògic i el disseny d’un electroiman que subministri suficient atracció magnètica per a 
suspendre la bola. S’utilitzarà l’entorn de Matlab-Simulink per a la realització de simulacions amb la 
finalitat de dimensionar els components del sistema. La realització d’aquest projecte es posarà en 
pràctica mitjançant la construcció d’un prototip demostrant la funcionalitat del sistema. 
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Resumen 
El objetivo principal de este trabajo es conseguir levitar una bola ferromagnética produciendo 
un campo magnético que equilibre  las fuerzas ejercidas sobre ella. Para llevar a cabo esta tarea será 
necesario el diseño de un sensor para conocer la posición de la bola, el diseño e implementación de 
un controlador analógico y el diseño de un electroimán que  suministre suficiente atracción 
magnética para suspender la bola. Se utilizará el entorno de Matlab-Simulink para la realización de 
simulaciones con la finalidad de dimensionar los componentes del sistema. La realización de este 
proyecto se pondrá en práctica mediante la construcción de un prototipo demostrando la 
funcionalidad del sistema. 
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Abstract 
The first aim of this project is achieving to levitate a ferromagnetic ball producing a magnetic 
field that equilibrates the forces exerted over it. For doing that will be necessary the design of a 
sensor to know the position of the ball, the design and implementation of an analog controller and 
the design of a coil that supplies sufficient magnetic energy to levitate the ball. It will be used the 
Matlab-Simulink software for the realization of simulations so that the components of the system can 
be dimensioned. The realization of this project will be put in practice with the construction of a 
prototype demonstrating the performance of the system. 
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1. Prefacio 
1.2. Origen del trabajo 
Uno de los motivos que me han llevado a escoger este tema de trabajo es la curiosidad que me 
cautiva el mundo de la levitación magnética. Un ejemplo práctico de moda dónde se hace uso de esta 
tecnología son los sistemas de suspensión magnética de los trenes de alta velocidad, que llegan a 
alcanzar velocidades altas rondando los 500 km/h.   
1.3. Motivación 
Los sistemas de levitación magnética son sistemas sin contactos, por lo que no existen fuerzas 
de rozamiento y no se requieren lubricantes. La falta de contacto físico hace de esta tecnología ideal 
para trabajar en entornos industriales, con una reducción de los costos de mantenimiento y de 
consumo. Los sistemas de levitación magnética tienen un interés motivador para el estudio de la 
estabilidad de los sistemas de control, junto con la realización de una parte práctica verificando su 
funcionamiento.  
1.4. Requerimientos previos 
Para la realización de este trabajo es necesario poseer conocimientos suficientes de electrónica 
analógica, para la implementación de un regulador analógico que hará la función de controlar el 
sistema de levitación magnética, matemáticas, para crear modelos matemáticos que linealicen 
sistemas no lineales, regulación y control, para obtener la función de transferencia de la planta y 
estudiar su controlabilidad, y física, para entender los principios de funcionamiento de los sistemas 
de levitación magnética.   
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2. Introducción 
En el presente trabajo se tiene en cuenta la levitación por atracción, que es propiamente 
inestable y no lineal, y necesita una acción de control al fin de suspender el objeto (bola) a una 
cierta distancia del electroimán. Este proyecto comprende una serie de subsistemas en los que 
intervienen la parte del sensado, control y potencia.  
La memoria se divide en diferentes fases de forma que se presentan los pasos necesarios 
para realizar el diseño y construcción del sistema de levitación magnética. En la primera fase se 
tratan los objetivos y el alcance del proyecto, la segunda, se hace un repaso del estado del arte 
de los sistemas de levitación y se explican los fundamentos físicos asociados a los sistemas de 
levitación, la tercera, se desarrolla un modelo matemático que modela el sistema formado por 
el sensor, el actuador (electroimán) y el objeto que levita. La cuarta se estudia un método para 
predecir los parámetros del regulador, se propone un circuito y se dimensionan todos los 
componentes. Finalmente, se construye y se prueba el sistema de levitación diseñado. 
Finalmente, se recogen las conclusiones más relevantes derivadas del trabajo. 
2.1. Objetivos del trabajo 
2.1.1. Objetivo general 
 Diseñar y construir un sistema de levitación magnética controlado por un regulador 
analógico. 
2.1.2. Objetivos específicos 
 Hacer una búsqueda de fuentes de información sobre los sistemas de levitación 
magnética y revisar el estado de arte del principio de levitación electromagnética. 
 Elegir el sensor que mejor se ajuste a las condiciones para obtener información de la 
posición de la bola. 
 Una vez elegido el sensor, caracterizar los parámetros asociados al conjunto sistema de 
sensado y planta: curva de sensado, para obtener la respuesta del sensor al aplicar 
diferentes corrientes en varias posiciones de equilibrio y de esta manera analizar el 
margen dinámico de trabajo de la bola, curva corriente-posición, para la obtención de la 
constante electromagnética. 
 Crear un modelo matemático que modele y linealice el sistema. 
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 Obtener las funciones de transferencia de cada componente del sistema de levitación 
magnética y hacer un análisis de estabilidad absoluta del sistema realimentado para 
hallar las constantes del controlador que estabilizan al sistema. 
 Integrar los resultados obtenidos en Matlab-Simulink y hacer un estudio de las 
contantes que optimizan la respuesta del sistema para finalmente implementarlas en el 
prototipo real. 
 Construir el prototipo del sistema de levitación magnética. 
 
2.2. Alcance del trabajo 
Se requiere diseñar un sistema de levitación magnética donde la bola pueda levitar en un 
tramo en función del tipo de sensor. En un display se visualizará en todo momento la posición 
de la bola y la corriente del electroimán.   
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3. Estado del arte y marco teórico 
3.1. Estado del arte 
Para entender el nacimiento y el desarrollo de la levitación magnética hay que recordar la 
situación económica por la década de 1960, cuando la economía global estaba en auge, lo cual 
condujo a una congestión del tráfico terrestre y aéreo. El coste de la aviación fue 
incrementándose debido a la subida en los precios del combustible. El ferrocarril convencional 
había  alcanzado su máximo crecimiento. Una de las razones para la saturación de los 
ferrocarriles fue debido a la limitación de velocidad a menos de 200 km/h que permitían las 
uniones ferroviarias. No fue hasta mediados de la década de 1980 que aparecieron los primeros 
trenes de alta velocidad que podían viajar alrededor de los 300 km/h. Al conocer la creciente 
demanda por la alta velocidad y un mejor confort en los viajes interurbanos, una nueva 
generación de sistemas de transporte era necesario, es decir, un nuevo sistema capaz de 
funcionar en el intervalo de 300–500 km/h. Hasta hace poco, con las velocidades de 
funcionamiento de los sistemas de transporte de tren por raíles alcanzando los 400 km/h, la 
diferencia de velocidad entre los sistemas que funcionan por levitación magnética y los de raíles 
se ha hecho más estrecha. El tren por levitación magnética (Figura 3.1) surgió como una 
alternativa a los sistemas de raíles convencionales que podía superar sus límites de velocidad y 
sus problemas medioambientales.  
 
Figura 3.1. Tren maglev LO series de Japón (Fuente:[1])  
La suspensión y la propulsión son funciones básicas requeridas para cualquier clase de 
vehículos. En los sistemas de levitación magnética, los campos magnéticos median para cumplir 
estas dos funciones sin existir contacto físico. El campo magnético es producido mediante el 
movimiento de cargas eléctricas (electrones), y la interacción entre campos genera unas fuerzas 
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mecánicas de atracción o repulsión sobre los objetos afectados. Una bobina transportando 
corriente o un imán permanente son dos de los métodos más usados para producir campos 
magnéticos. Las propiedades de los campos magnéticos son la generación de fuerzas atractivas y 
repulsivas (Figura 3.2), dependiendo de si las polaridades son iguales u opuestas. Estos dos tipos 
de fuerzas generadas por los campos magnéticos son las primeras fuerzas involucradas en la 
suspensión y propulsión de los sistemas maglev (levitación magnética). 
(a) (b) 
          
Figura 3.2. Fuerzas entre dos imanes: a. atractivas, b. repulsivas  (Fuente:[2][3])  
Existen dos grandes tipos de levitación magnética: los sistemas de atracción 
electromagnética, conocidos como EMS (Electromagnetic Suspension), y los sistemas de 
repulsión electrodinámica, conocidos como EDS (Electrodynamic Suspension) (Figura 3.3).  
            
Figura 3.3. Sistemas EMS y EDS  (Fuente:[4][5])  
El segundo, se basa en la repulsión de dos campos magnéticos que pueden ser generados por 
inducción magnética o con imanes permanentes. El primero, requiere el uso de un electroimán 
para mantener su separación del objeto aplicando continuadamente una corriente por las 
espiras de la bobina. En este método, es necesario un lazo de control realimentado para 
conseguir la estabilización. Es importante señalar que puede haber combinaciones de fuerzas 
atractivas y repulsivas. Un ejemplo son los motores lineales usados para la propulsión sin 
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contacto: LIM (Linear Inductive Motor), que se usa para la propulsión a baja velocidad, o LSM 
(Linear Synchronous Motor), que puede usarse para la propulsión tanto a velocidades bajas 
como altas.  
Usar un sistema magnético en lugar del sistema convencional comporta algunas ventajas 
en sus aspectos funcionales y medioambientales, como su baja vibración, su bajo ruido y su baja 
contaminación. Lo verdaderamente importante es que, en el caso del tren maglev, es capaz de 
alcanzar velocidades que no son posibles con los sistemas convencionales. Mientras la fuerza de 
fricción está limitada por el peso del vehículo y el coeficiente de fricción, a pesar de la potencia 
del motor a tracción, el motor lineal, para el sistema maglev, puede suministrar suficiente 
arranque para ponerlo enseguida a altas velocidades. Cerca de 40 años después que se 
empezara a trabajar en los trenes maglev, el primer sistema maglev comercial se puso en 
marcha en Shangai, China, en 2004 (Figura 3.4). El punto clave en sus características técnicas 
está en el uso de electroimanes por suspensión/guiado y LSM (Motor Lineal Síncrono) para altas 
velocidades hasta 430 km/h permitidas por las vías de Shangai. La distancia de 10 mm entre la 
vía y los imanes es mantenida gracias al control de unos electroimanes. Este tipo de suspensión 
funciona bastante bien por la vía, a pesar de las pequeñas tolerancias que el sistema requiere 
para mantener dicha distancia. Durante sus 10 años de funcionamiento libre de problemas, el 
sistema ha comprobado que un tren maglev usando EMS puede ofrecer un alto nivel de 
fiabilidad y operación que benefician propiamente a los sistemas maglev. Esto promete ser una 
opción muy interesante para el transporte público del futuro. 
 
Figura 3.4. Tren maglev Shangai  (Fuente:[4])  
El sistema maglev L0 (Figura 3.1) series de Japón es un sistema electrodinámico (EMS) 
típico que tiene unos imanes superconductores instalados en el tren y unos electroimanes en los 
rieles. Mientras el tren se mueve con velocidad relativa a los electroimanes, las corrientes son 
inducidas en cada uno de estos los cuales producen un campo magnético. Ambos campos 
magnéticos de la pareja imán-electroimán producen fuerzas de levitación y guiado lateral. 
Recientemente, el vehículo alcanzó una velocidad de 603 km/h en un tramo de pruebas de 42,8 
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km en Yamanashi. Está planeado ponerlo en servicio en la ruta que une Tokyo y Nagoya en 
2027. 
 
Figura 3.5. Tren Linimo  (Fuente:[7])  
El Linimo (Figura 3.5), un vehículo de baja velocidad tipo atractivo, ha estado transportando 
20.000 pasajeros por día en Nagoya, Japón, desde 2005. Durante 10 años de funcionamiento, su 
alto nivel de fiabilidad, su atractivo sostenible y sus bajos costes de mantenimiento, han 
probado su potencial en aplicaciones urbanas y suburbanas. 
Haciendo hincapié del éxito de los sistemas de transporte maglev, la levitación magnética 
está despertando un fuerte interés en diversas aplicaciones donde las operaciones sin contacto 
son un factor a tener en cuenta. 
 
Figura 3.6. Sistema maglev cinta transportadora  (Fuente:[8])  
En los procesos de fabricación en las industrias de displays y semiconductores, las cintas 
transportadoras de rodillos son uno de los factores más importantes para la producción 
económica. La cinta transportadora ha sido muy utilizada durante años y ofrece simplicidad y 
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rentabilidad. Sin embargo, este tipo de sistema basado en contacto crea partículas, lo cual 
puede llevar a fallas en los productos. La velocidad es además otra consideración. Como 
alternativa a las cintas transportadoras, el prototipo maglev presentado en la Figura 3.6 fue 
construido usando la misma configuración que los vehículos maglev urbanos como el Linimo. 
Este transportador magnético puede ofrecer un rápido y limpio transporte de LCDs o 
semiconductores a velocidades altas, resultando una mejora de la productividad. Fueron 
también proyectos interesantes la realización de skateboards levitadores sin ruedas. Estos 
podían mantenerse sobre un plato conductivo a una altura de 10 mm, permitiendo al skater 
disfrutar de una experiencia skateboarding innovadora. Otro proyecto innovador se trata de un 
sistema basado en electroimanes y LIMs (Laboratory Information Management System), un 
prototipo PRT (Personal Rapid Transit), llamado SkyTran (Figura 3.7). Este vehículo es un sistema 
de transporte aéreo, patentado, de alta velocidad y bajo coste. Está asegurado que este medio 
será capaz de transportar pasajeros de una forma rápida, segura, sostenible y económica.   
 
Figura 3.7. Sistema de transporte aéreo rápido SkyTran  (Fuente: [9])  
3.2. Marco teórico 
3.2.1. Introducción 
Más allá de hace ya 2000 años los griegos ya habían descubierto que un tipo de material 
denominado magnetita tenía la propiedad de atraer piezas de hierro.([10], p.769)  
En 1269, Pierre de Maricourt descubrió que si una aguja se deja libremente en distintas 
posiciones sobre un imán natural esférico, se orienta a lo largo de líneas que, rodeando el imán, 
pasan por puntos situados en extremos opuestos de la esfera. Estos puntos fueron llamados 
polos del imán. Posteriormente, muchos experimentadores observaron que todo imán, 
cualquiera que sea su forma, posee dos polos, llamados polo norte y polo sur, en donde la 
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fuerza ejercida por el imán tiene su máxima intensidad. También se observó que los polos 
iguales de dos imanes se repelen entre sí y los polos distintos de atraen mutuamente. 
En 1600, William Gilbert descubrió que la Tierra es un imán natural con polos magnéticos 
próximos a los polos geográficos norte y sur. Como el polo norte de la aguja de una brújula 
apunta al polo sur de un imán, lo que llamamos polo norte de la Tierra es realmente un polo sur 
magnético. 
Aunque las cargas eléctricas y los polos magnéticos son semejantes en muchos aspectos, 
hay una diferencia importante: los polos magnéticos son semejantes en muchos aspectos, hay 
una diferencia importante: los polos magnéticos siempre se presentan por parejas. Si se rompe 
un imán por la mitad, aparecen polos iguales y opuestos a cada lado del punto de rotura; es 
decir, aparecen dos imanes, cada uno con un polo norte y un polo sur.  
3.2.2. Principios de electromagnetismo 
 Campo magnético: Campo creado por el movimiento de cargas eléctricas. (11) 
Ante la existencia de un campo magnético ?⃗⃗?  puede demostrarse que cuando una carga eléctrica 
q posee una velocidad ?⃗?  aparece una fuerza ejercida sobre esta perpendicular a ambos 
componentes ?⃗?  y ?⃗⃗? . (Figura 3.8). El sentido de dicha fuerza es el que correspondería a un 
tornillo que avanza cuando gira en el mismo sentido de v⃗  hacia  B⃗ . 
 
Figura 3.8. El producto vectorial ?⃗? 𝒙?⃗⃗?  es perpendicular a los vectores ?⃗?  y  ?⃗⃗? . (Fuente: Propia)  
?⃗⃗? = 𝑞?⃗? × ?⃗⃗?  (3.1) 
Según la Ec. 3.1 el vector fuerza ?⃗?  es igual a la carga eléctrica de un electrón multiplicado por el 
producto vectorial de los vectores velocidad ?⃗?  y campo magnético ?⃗⃗? . La unidad del SI del campo 
magnético es el tesla (T). Un tesla es igual a la fuerza de un newton que experimenta una carga 
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de un culombio que se mueve a una velocidad de un metro por segundo perpendicular a un 
campo magnético: 
1 𝑇 = 1 
𝑁
𝐶𝑚/𝑠
= 1𝑁/𝐴.𝑚  
(3.2) 
Como el tesla es una unidad bastante grande y difícil de conseguir, se toma como unidad usada 
frecuentemente el gauss (G), que está relacionada con el tesla por: 
1 𝐺 = 10−4𝑇  (3.3) 
A continuación se escribe la expresión del campo magnético ?⃗⃗?  creado por una carga puntual 
móvil q que se mueve con una velocidad ?⃗? : 
?⃗⃗? =
𝜇0
4𝜋
𝑞 ?⃗? × ?̂?
𝑟2
 
(3.4) 
En donde ?̂? es un vector unitario que apunta desde la carga q con velocidad ?⃗?  hasta al punto P 
del campo y μ0 es una contante de proporcionalidad llamada permeabilidad del espacio libre, de 
valor: 
𝜇0 = 4𝜋 × 10
−7𝑇.𝑚/𝐴 = 4𝜋 × 10−7𝑁/𝐴2 (3.5) 
 
Figura 3.9. Carga puntual q que se mueve con una velocidad ?⃗?  creando un campo magnético en un punto 
P en la dirección  ?⃗? × ?̂? , en donde ?̂? es el vector unitario dirigido desde la carga hasta el punto P. (La cruz 
verde en el punto P indica que la dirección del campo es perpendicular al papel y hacia dentro) (Fuente: 
Propia) 
Como se deduce de la Ec. 3.4 el campo magnético varía en razón inversa al cuadrado de la 
distancia desde la carga hasta el punto considerado y es proporcional al seno del ángulo que 
forman ?⃗?  y ?̂?. 
 Fuerzas de atracción y repulsión: Una fuerza atractiva entre dos objetos magnéticos se 
genera cuando las líneas de campo van de un objeto a otro. Sin embargo, si los mismos 
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polos están enfrentados uno con el otro, las líneas de campo resultan en una fuerza 
repulsiva entre ellos. (Figura 3.2) 
 Sustancia magnética: Algunos materiales pueden ser magnetizados por campos 
magnéticos externos. Los tipos de materiales más comunes son el hierro, el níquel, el 
cobalto y la mayoría de sus aleaciones. Los materiales ferromagnéticos son los mejores 
aliados para el magnetismo. Los materiales diamagnéticos no responden a los campos 
magnéticos aplicados. El hierro es muy utilizado como material para la magnetización en 
los sistemas magnéticos. 
 Flujo y densidad de flujo: El flujo magnético 𝜙 (Figura 3.10) es el número de líneas de 
campo que atraviesan un área determinada. Un campo magnético intenso significa un 
número elevado de líneas de campo y su valor de flujo magnético es grande. El valor del 
flujo mide el tamaño del campo magnético, y su unidad es el weber (Wb). 1 Wb indica 
que hay 108 líneas. La densidad del flujo B se define como el flujo dividido por unidad 
de área normal al campo magnético. Su unidad es el tesla (T). B está expresado como: 
𝐵 =
𝜙
𝐴
(
𝑊𝑏
𝑚2
) 
(3.6) 
 
Figura 3.10. Flujo magnético (Fuente:[12]) 
 Campo electromagnético: Si los electrones con cargas negativas fluyen a través de un 
conductor, un campo magnético se produce alrededor suyo. Este campo se llama 
campo electromagnético. La dirección del campo magnético es perpendicular al hilo 
conductor. Si colocamos la mano derecha con el pulgar hacia arriba, y el resto de dedos 
en forma de puño, el dedo gordo nos indica el sentido de la corriente, mientras que el 
resto de dedos nos indica el sentido del campo magnético. 
 
Figura 3.11. Regla de la mano derecha para señalar el sentido del campo magnético (Fuente: [13]) 
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 Permeabilidad (𝝁): La permeabilidad magnética representa la facilidad de establecer un 
campo magnético en un material determinado. La permeabilidad del vacío es 𝜇0, y su 
valor es 𝜇0 = 4𝜋 × 10
−7 𝐻/𝑚. La permeabilidad relativa cualquier material 𝜇𝑟 = 𝜇/𝜇0 
comparado con 𝜇0 es una manera conveniente de comparar su magnetización. 
 Reluctancia (𝕽): Es la resistencia magnética en los materiales al paso de un flujo 
magnético cuando son influenciados por un campo magnético. Se define como: 
ℜ =
𝑙
𝜇𝐴
 
(3.7) 
Donde, l y A son la longitud y el área del camino del flujo, y 𝜇 es la permeabilidad 
magnética del material, medida en H/m (henrio/metro).  
 Fuerza magnetomotriz (m.m.f): Esta es una analogía de la tensión o fuerza 
electromotriz, ya que es la causa del flujo magnético en un circuito magnético. La fuerza 
magnetomotriz 𝐹𝑚 es igual al flujo de corriente efectivo aplicado al núcleo, la cual es: 
𝐹𝑚 = 𝑁𝐼(𝐴𝑚𝑝𝑒𝑟. 𝑣𝑢𝑒𝑙𝑡𝑎𝑠) (3.8) 
 Electroimán: El electroimán (Figura 3.12), el cual es ampliamente usado en los sistemas 
de levitación magnética, es un tipo de imán en el cual un campo magnético es generado 
por una corriente eléctrica. Los electroimanes consisten en un conjunto de espiras 
próximas entre sí que crean un campo magnético. Las vueltas de espiras a menudo 
están alrededor de un núcleo hecho de un material ferromagnético. El núcleo 
ferromagnético concentra el flujo magnético e intensifica el campo magnético. La 
principal ventaja de un electroimán es que el campo magnético puede ser variado 
eficazmente controlando la cantidad de corriente eléctrica que circula por el devanado. 
 
Figura 3.12. Campo magnético creado por un electroimán (Fuente:[14]) 
 Fuerza magnetizante: El grado el cual un campo magnético creado por una corriente 
puede magnetizar un material se llama fuerza magnetizante (H), y se define como 
m.m.f. por unidad de longitud del material. Esto es: 
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𝐻 =
𝐹𝑚
𝑙
=
𝑁𝐼
𝑙
(𝐴𝑚𝑝𝑒𝑟. 𝑣𝑢𝑒𝑙𝑡𝑎/𝑚𝑒𝑡𝑟𝑜) 
(3.9) 
H no es relativo a la propiedad del material. El flujo magnético inducido (B) en un 
material por H depende de la naturaleza del material (Figura 3.13), y la relación entre H 
y B está definido por: 
𝑩 = 𝝁𝑯 (3.10) 
 
Figura 3.13. Flujo magnético inducido en una material ferromagnético (Fuente:[15]) 
 
 Comportamiento magnético y materiales ferromagnéticos: Como la permeabilidad de 
la mayoría de los materiales ferromagnéticos no es constante, la densidad de flujo B 
como función de la fuerza magnetizante H se presenta en la Figura 3.14. 
 
Figura 3.14. Curvas de magnetización para diferentes materiales (Fuente:[16]) 
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 Histéresis magnética: Si se aplica una corriente alterna en lugar de una continua en los 
devanados del núcleo con una frecuencia determinada, el flujo magnético que atraviesa 
el núcleo ferromagnético sigue el camino abcdef representado en la Figura 3.15. Esto se 
debe a que la cantidad de flujo presente en el núcleo no solo depende de la cantidad de 
corriente aplicada en el devanado del núcleo, sino que además depende del flujo que 
tenía anteriormente. Esta dependencia del flujo precedente se llama histéresis. 
 
Figura 3.15. Histéresis magnética (Fuente: [17]) 
 Inducción electromagnética: Cuando un conductor está expuesto un tiempo a un 
campo magnético variable, una tensión se induce a través suyo. Esto puede ser 
analizado mediante la ley de inducción de Faraday. Los generadores eléctricos y los 
motores, como también los sistemas de levitación magnética, están basados en la 
inducción electromagnética. La polaridad de la tensión inducida depende de la dirección 
del movimiento relativo. La tensión inducida es: 
𝑒𝑖𝑛𝑑 = −𝑁
𝑑𝜙
𝑑𝑡
 
(3.11) 
El signo negativo es una expresión de la ley de Lenz, que indica el sentido de la corriente 
inducida. 
 
Figura 3.16. Conductor sometido a un campo magnético variable en el tiempo (Fuente: [18]) 
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 Corriente inducida: Si un conductor sometido a un campo magnético variable (Figura 
3.16) tiene una resistencia eléctrica una corriente eléctrica fluye a través suya. Esta 
corriente se llama corriente inducida 𝑒𝑖𝑛𝑑 . 
 Fuerza en un conductor que conduce una corriente en un campo magnético: Si las 
direcciones de las líneas de flujo del campo magnético de los imanes y del conductor 
son las mismas, la densidad de flujo se incrementa. Por el contrario, si las direcciones 
son opuestas, la densidad de flujo disminuye.  
 Ley de Lenz: Un campo magnético variando en el tiempo induce una tensión. La ley de 
Lenz indica que las tensiones inducidas serán de un sentido tal que se opongan a la 
variación del flujo magnético que las produjo. 
 Inductancia: Es la propiedad de una bobina (Figura 3.17) por la que una variación de la 
corriente fluyendo a través suya induce una tensión en la misma y en los conductores 
cercanos. Para representar la inductancia se utiliza el símbolo L. La unidad de la 
inductancia es el henrio (H). La expresión característica para la inductancia está dada 
por: 
𝐿 =
𝑁2𝜇𝐴
𝑙
 
(3.12) 
Donde N es el número de espiras, A es el área, l la longitud y 𝜇 la permeabilidad del 
material del núcleo.  
 
Figura 3.17. Inductor (Fuente: [19]) 
 
 
 Material diamagnético: Los materiales diamagnéticos crean un campo magnético débil 
inducido en una dirección que es opuesta al campo magnético aplicado y, por tanto, son 
repelidos. Su permeabilidad magnética es menor que 𝜇0. En muchos materiales, el 
diamagnetismo es un efecto débil. 
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4. Sistema de levitación magnética 
El sistema de levitación magnética que se pretende aplicar en el presente trabajo consiste 
en un electroimán que genera un campo magnético debido al flujo de una corriente eléctrica y 
que permite suspender una bola ferromagnética o imán de masa conocida  a una distancia 
determinada de la base del núcleo. Debido a que el sistema es inherentemente inestable, es 
necesaria una acción de control para poder estabilizarlo y que la bola resulte equilibrada y 
suspendida en el aire gracias a la igualación de las fuerzas magnética y de gravedad. 
Para poder conocer el cambio de posición de la bola cuando tiene tendencia a ser atraída 
por el electroimán o caída debido a la gravedad, es necesario usar un sensor. El sensor que se ha 
elegido es uno óptico, concretamente un par emisor de infrarrojos y fototransistor. La razón por 
la que se optó por este tipo de tecnología fue por su coste económico, su tiempo de respuesta, y 
además es sensible a la radiación en la franja del infrarrojo sin afectarle la radiación del espectro 
visible. Existen también otros sensores económicos como el sensor hall, con los que se podrían 
obtener un mayor rango de operación de levitación (solo en caso que el objeto levitante fuera 
un imán). Para detectar la velocidad de cambio de tensión del sensor se usará un controlador 
que obtendrá una señal de control a su salida que será amplificada por un driver que 
suministrará la corriente necesaria al electroimán para poder suspender la bola. 
En la figura Figura 4.1 se representa un esquema general del sistema de levitación 
magnética completo. Este consiste en un par emisor-receptor de infrarrojos, una bobina con 
núcleo ferromagnético, una esfera ferromagnética o imán, un amplificador de potencia y un 
controlador. 
 
Figura 4.1. Sistema de levitación magnética (Fuente: Propia) 
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4.1.1. Descripción de la planta 
La planta consiste en el sistema a controlar y está formado por el electroimán, el sensor y la 
bola. La bola será preferentemente un imán, ya que tendrá una distancia suficiente de 
separación del núcleo de la bobina sin haber de aplicar un consumo de corriente excesivo.  
4.1.1.1. Actuador (Electroimán) 
El actuador consiste en un enrollamiento de hilo de cobre alrededor de un núcleo 
compuesto por un material ferromagnético que, gracias a su permeabilidad magnética, permite 
aumentar el campo magnético. Cuando una corriente circula por el electroimán, hace que el 
núcleo se magnetice en un valor proporcional a la intensidad de la corriente eléctrica. Con un 
control variable en la corriente que circula por el electroimán es posible controlar el campo 
magnético y, por lo tanto, se puede variar la fuerza atractiva sobre el objeto contrarrestando la 
fuerza de su peso. Esto es una ventaja de los electroimanes frente a los imanes.  
Cálculo de la resistencia interna del devanado: 
La bobina diseñada tiene unas 1040 vueltas de espiras, un diámetro interior de unos 33 
mm, una sección de hilo de cobre de 0,6 mm (suficiente para hacer pasar corrientes que llegan 
hasta 1 A) y contiene un núcleo compuesto por ferrita. La ferrita está hecha de un material 
cerámico ferromagnético compuesto por hierro, boro, bario y estroncio, con una alta 
permeabilidad magnética que le permite almacenar campos magnéticos intensos con más 
fuerza que el hierro. En la Figura 4.2 se aprecia la bobina diseñada. 
 
Figura 4.2. Electroimán diseñado (Fuente: Propia) 
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El devanado del electroimán cuenta con una resistencia interna que para su medición se ha 
utilizado un ohmímetro. Una vez obtenido el valor de la resistencia se le resta la resistencia de 
los cables de medición. 
La resistencia resultante es aproximadamente: 
𝑅 ≅ 11,4Ω (4.1) 
Cálculo de la inductancia: 
Hay varias formas de conocer la inductancia que presenta el electroimán. Una forma de 
obtenerla es usando un medidor LC, que es un instrumento usado para mediciones de 
parámetros primarios y secundarios de impedancia (inductancia, capacitancia y resistencia) para 
caracterizar componentes eléctricos pasivos y materiales. Otra forma de calcularla es montando 
un circuito eléctrico RL formado por la bobina inductora y una resistencia en serie. La resistencia 
tiene una tolerancia del 1% para poder estimar con precisión el valor de la inductancia. Entonces 
se hace pasar una corriente por el circuito gracias a un generador de señales y se monitorea con 
un osciloscopio tanto la tensión de entrada como la tensión donde se unen el inductor y la 
resistencia. Se ajusta la corriente hasta que el voltaje de unión donde se unen el inductor y el 
resistor esté a la mitad del voltaje de entrada. Luego, con un frecuencímetro se halla la 
frecuencia en la cual una tensión está a la mitad de la otra. 
 
Figura 4.3. Medidor LC HM8018 HAMEG (Fuente: [20]) 
El cálculo de la inductancia se ha realizado de las dos formas comentadas anteriormente, 
aunque también existen otras posibilidades. Primera forma, se hizo una medición con el 
medidor LC-Meter HM8018 del fabricante HAMEG (Figura 4.3). Este midió una inductancia de 
L=87,7 mH. Y segunda forma, una vez obtenida la frecuencia en la que la tensión de unión entre 
el inductor y la resistencia queda a la mitad de la tensión de entrada y, teniendo en cuenta que 
la resistencia serie es igual a 499,8Ω, se emplea el siguiente cálculo: 
𝐿 =
𝑅
2𝜋𝑓√3
 
(4.2) 
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Para una f = 525Hz y una resistencia de 499,8Ω, se tiene: 
𝐿 =
499,8
2𝜋. 525. √3
≅ 87,48 𝑚𝐻 
(4.3) 
 
Figura 4.4. Gráfica obtenida con el osciloscopio PicoScope 2000 Series  de la tensión del inductor (traza 
roja) y del generador (traza azul) (Fuente: Propia) 
 
Figura 4.5. Cuadro que se observa en la figura anterior con información sobre la frecuencia a la que la 
tensión de unión resistor-inductor es la mitad que la tensión de entrada 
El anterior cálculo se aproxima bastante al valor obtenido por el medidor LC, así pues el valor de 
la inductancia será la media de ambos valores: 
𝐿 =
87,7 + 87,48
2
≅ 87,6 𝑚𝐻 
(4.4) 
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4.1.1.2. Sensor 
Para el sensado de la posición de la bola, se utiliza un emisor de infrarrojos y un 
fototransistor. Se ha elegido el emisor IR TSAL6200 (Figura 4.7), cuyas características principales 
son las siguientes: 
- Longitud de onda de pico: 𝜆𝑝 = 940 𝑛𝑚 
- Ángulo de media intensidad: 𝜑 = ±17° 
- Tiempo de respuesta: 𝑡𝑟 = 15 𝑛𝑠 
- Buen espectro trabajando con fototransistores de silicio. 
Y el fototransistor de silicio BPW40 NPN (Figura 4.7), adecuado para radiación infrarroja y 
visible cercana, cuyas características más importantes son: 
- Alta sensibilidad: 𝜆𝑝 = 780 𝑛𝑚 
- Amplio ángulo de sensibilidad media: : 𝜑 = ±20°  
- Tiempo de respuesta: 𝑡𝑑 = 1,6 𝜇𝑠 
La distancia entre el emisor y el receptor (Figura 4.7) es suficiente en situarlos lo más cerca 
posible uno del otro para obtener una buena medición. La separación entre ambos es de unos 
25 mm aproximadamente. 
 
Figura 4.6. A la izquierda está el emisor de infrarrojos y a la derecha el fototransistor (Fuente: Propia) 
                        
Figura 4.7. Fototransistor BPW40 (izquierda) y emisor IR TSAL6200 (derecha) (Fuente:[21][22]) 
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Para la ubicación del sensor a una distancia determinada de la base del núcleo, se estudiará 
la relación corriente frente a posición de equilibrio realizando diferentes mediciones de 
corriente para diferentes posiciones donde la bola está a punto de ser atraída por el 
electroimán.  Esta distancia está alrededor de los 15 mm respecto a la base de la bobina. 
4.1.1.3. Esfera imán permanente 
El objeto a levitar será una bola imán permanente y no una bola ferromagnética, ya que 
para atraerla a una mínima distancia se necesita pasar mucha corriente por el electroimán, y 
esto supondría un sobrecalentamiento que acabaría dañándolo. Así pues, usar un imán requiere 
de menos consumo de corriente para ser controlado, debido a su magnetización uniforme. La 
masa de la bola se midió y dio unos 0,019 kg. Así pues, si la constante de gravedad es igual a 
9,81 
𝑚
𝑠2
, su peso valdrá:  
𝑃 = 𝑚 ∗ 𝑔 ≅ 0,019 𝑘𝑔 ∗ 9,81
𝑚
𝑠2
≅ 0,186 𝑁 (4.5) 
 
Figura 4.8. Esfera imán permanente (Fuente: Propia) 
4.1.2. Driver de corriente 
Es necesario amplificar la tensión que sale del controlador para poder entregar una 
corriente en la planta que permita la levitación magnética de la bola. Para suministrar la 
corriente al electroimán, se eligió un amplificador de potencia llamado OPA 548 (Figura 4.9).  
 
Figura 4.9. Amplificador de potencia OPA548 (Fuente: [23]) 
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4.1.3. Controlador 
El controlador recibe información del sensor y convierte la tensión recibida en una señal 
que es amplificada y llevada al actuador para mantener la levitación. Para controlar la 
estabilidad de la bola se usará un regulador PD (acción Proporcional-Derivativa) (Figura 4.10). 
Mediante simulación por Matlab, se estudiará para qué parámetros del regulador la planta es 
estable. 
 
Figura 4.10. Regulador PD (Fuente: [24]) 
4.1.4. Curva de corriente vs posición de equilibrio 
A continuación se obtiene la curva de corriente que caracteriza al par electroimán-bola 
para diferentes posiciones de equilibrio, y de esta manera se observa qué zonas lineales hay 
para trabajar con la levitación. Después, se ubica el sensor a una cierta altura y se obtiene la 
curva de tensión. 
Para la obtención de la curva de corriente frente a posición de equilibrio se hicieron varias 
pruebas de medición. Ayudándose con un soporte basculante sobre el que posaba la bola, como 
puede verse en la Figura 4.6, se anotaba su posición y, seguidamente, se aumentaba lentamente 
la corriente hasta que la bola se viera atraída por el electroimán. En ese mismo instante en que 
la bola estaba a punto de ser atraída, se apuntaba la corriente medida por el amperímetro. Se 
hicieron varias veces el mismo procedimiento para diferentes distancias y se obtuvieron los 
puntos de equilibrio donde la fuerza magnética y el peso se igualan. 
En la siguiente tabla se recogen los diferentes puntos de equilibrio de corriente-posición. 
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Tabla 1: Puntos de equilibrio corriente frente a posición 
 
       
 
 
De la información recogida en la Tabla 1, se obtiene la siguiente gráfica: 
 
Figura 4.11. Gráfica de corriente (A) –posición (m) (Fuente: Propia) 
Según se observa en la Figura 4.11, trazando una recta de regresión lineal que se aproxime 
a los puntos obtenidos se obtiene un coeficiente de regresión muy cercano a la unidad, lo cual 
significa que todos los puntos se aproximan mucho a una línea recta. La recta que se obtiene es: 
𝑦 = 62,8889 ∗ 𝑥 − 0,323; 𝑅2 = 0,9932 (4.6) 
Según la Figura 4.11, la recta corta con el eje de abscisas en 5 mm aproximadamente. Esto 
quiere decir que la bola tendrá un rango dinámico controlable a partir de esa posición y no antes 
debido a su atracción natural con el núcleo. 
De acuerdo con los resultados obtenidos, el sensor se ubicará a una distancia de unos 15 
mm de la base de la bobina en un intervalo de corrientes que variará entre 0,5 y 0,6 A 
aproximadamente. 
Distancia (mm) Corriente (A) 
9 0,256 
11 0,364 
13 0,485 
13,5 0,525 
14 0,548 
Distancia (mm) Corriente (A) 
14,5 0,580 
15 0,609 
15,5 0,667 
16 0,700 
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4.1.5. Curva de sensado 
Para sensar la posición de la bola se hace uso de un sensor infrarrojo. Este está formado 
por un par emisor-receptor. La curva de sensado se obtiene haciendo diferentes mediciones de 
tensión del sensor, para diferentes posiciones y corrientes de equilibrio. Con esta representación 
se obtiene el margen de operación del sensor por el cual la bola podrá mantenerse en equilibrio. 
En la siguiente tabla se recogen los datos de las diferentes mediciones realizadas. 
Tabla 2: Tensión del sensor en diferentes puntos de equilibrio 
 
 
 
 
 
 
De la información recogida en la Tabla 2, se obtiene la siguiente gráfica: 
 
Figura 4.12. Gráfica de tensión del sensor (V) –posición (m) (Fuente: Propia) 
Según se observa en la Figura 4.12, la zona lineal donde el sensor puede permitir que la 
bola quede en equilibrio va de 14 mm hasta 15,5 mm aproximadamente. Es decir, la bola podrá 
desplazarse en un recorrido aproximado de 1,5 mm. La ecuación de la recta de esa zona lineal 
que va de 14 a 15,5 mm se puede observar en la Figura 4.13. 
Distancia (mm) Tensión sensor (V) 
9 0,231 
11 0,219 
13 0,269 
13,5 0,284 
14 0,432 
14,5 1,307 
15 2,315 
15,5 3,535 
16 3,62 
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Figura 4.13. Ecuación de la recta de la zona lineal (Fuente: Propia) 
Según se observa en Figura 4.13, la ecuación de la recta que se obtiene es: 
𝑦 = 2063,4 ∗ 𝑥 − 28,5379;𝑅2 = 0,9944 (4.7) 
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5. Modelo matemático de la planta 
Para estudiar el comportamiento de los sistemas de control se debe obtener un modelo 
matemático que describa su dinámica. Se define el modelo matemático de un sistema dinámico 
como un conjunto de ecuaciones que representan la dinámica del sistema incluyendo las 
principales características. Al obtener un modelo matemático existe un compromiso entre la 
simplicidad del mismo y la precisión de los resultados, esto se debe principalmente a que 
utilizando un modelo simplificado se están ignorando ciertas propiedades físicas inherentes al 
sistema. Pero en una primera aproximación es preferible utilizar un modelo simplificado para 
obtener de una manera más sencilla una idea general sobre la solución, y seguidamente 
aumentar la complejidad del sistema si fuese necesario. 
Se puede describir la dinámica de muchos sistemas físicos en términos de ecuaciones 
diferenciales. Dichas ecuaciones diferenciales se obtienen a partir de las leyes físicas que 
gobiernan un determinado sistema; algunos ejemplos de leyes físicas aplicables serían las leyes 
de Newton para sistemas mecánicos y las leyes de Kirchoff para sistemas eléctricos.  
Como puede verse en la Figura 5.1, corresponde a un circuito 𝑅𝐿 el cual representa el 
modelo eléctrico del sistema de levitación. Aplicando la ley de kirchoff de tensiones se obtiene la 
Ec. 5.1: 
𝑒(𝑡) = 𝑅. 𝑖(𝑡) + 𝐿.
𝑑𝑖(𝑡)
𝑑𝑡
 
(5.1) 
 
Figura 5.1. Circuito RL (Fuente: Propia) 
En la ecuación anterior 𝑒(𝑡) representa el voltaje de entrada del electroimán, R la 
resistencia interna del devanado, 𝐿 la inductancia de la bobina e 𝑖 la corriente. Se trata de una 
ecuación diferencial de primer orden que modela un circuito 𝑅𝐿. A continuación se aplica la 
transformada de Laplace  de la Ec. 5.1 , ya que es útil para hacer análisis en teoría de control. 
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𝐸(𝑠) = 𝑅. 𝐼(𝑠) + 𝐿𝑠. 𝐼(𝑠) (5.2) 
Despejando 𝐼(𝑠) de la Ec. 5.2 se obtiene: 
𝐼(𝑠) =
𝐸(𝑠)
𝑅 + 𝐿𝑠
 
(5.3) 
 
 
Ahora, suponiendo que se aplica una entrada escalón de amplitud u, se tiene que 𝐸(𝑠) = 𝑢/𝑠, 
quedando la expresión anterior de la siguiente manera: 
𝐼(𝑠) =
𝑢
𝑠. (𝑅 + 𝐿𝑠)
 (5.4) 
 
 
Y descomponiendo en fracciones parciales, resulta que: 
𝐼(𝑠) =
𝑢
𝑠. (𝑅 + 𝐿𝑠)
=
𝐴
𝑠
+
𝐵
𝑅 + 𝐿𝑠
 
(5.5) 
 
 
A continuación se calculan 𝐴 y 𝐵 y se obtiene Ec. 5.6: 
𝐴 =
𝑢
𝑅 + 𝐿𝑠
|
𝑠=0
=
𝑢
𝑅
  
𝐵 =
𝑢
𝑠
|
𝑠=−
𝑅
𝐿
= −
𝑢
𝑅/𝐿
 
𝐼(𝑠) =
𝑢
𝑠. (𝑅 + 𝐿𝑠)
=
𝑢/𝑅
𝑠
+
−
𝑢
𝑅/𝐿
𝑅 + 𝐿𝑠
 
(5.6) 
La transformada inversa de la Ec. 5.6 al dominio del tiempo se obtiene a partir de la tabla de 
transformadas de Laplace, de forma que: 
  𝑖(𝑡) = ℒ−1 (
𝑢
𝑅
𝑠
+
−
𝑢
𝑅
𝐿
𝑅+𝐿𝑠
) =
𝑢
𝑅
−
𝑢
𝑅
. 𝑒
𝑅
𝐿
𝑡 =
𝑢
𝑅
(1 − 𝑒
𝑅
𝐿
𝑡)   (5.7) 
De lo anterior se sabe que 𝐿/𝑅 es la constante de tiempo 𝜏 (tau), que corresponde al tiempo 
que la corriente tarda en alcanzar aproximadamente el 63% de la corriente máxima. Si R = 11,4 
Ω y   L = 87,5 mH, la constante 𝜏 valdrá: 
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𝜏 =
𝐿
𝑅
=
0,0875 𝐻
11,4 Ω
= 7,67 𝑚𝑠 
(5.8) 
Si se quiere saber el tiempo de estabilización de la corriente partiendo de 0 
como condición inicial, se considerará que 4 veces tau será el tiempo que tardará en 
alcanzarse el régimen permanente. Entonces, 
 
𝑇𝑠 = 4𝜏 = 4 ∗ 7,67 𝑚𝑠 = 30,68 𝑚𝑠 (5.9) 
será el tiempo que requerirá el electroimán para alcanzar el régimen estacionario. 
Una vez se han visto las ecuaciones eléctricas que rigen el sistema, se hace un análisis ahora 
de las ecuaciones electrodinámicas. Estas  ecuaciones representan las fuerzas dinámicas que son 
las fuerzas magnéticas y gravitacionales. Un inductor almacena energía magnética cuando 
circula por él una corriente. La energía almacenada en un inductor que transporta una corriente 
I viene dada por: 
𝑈𝑚 =
1
2
𝐿𝐼2 
(5.10) 
Donde 𝐿 es la inductancia de la bobina y 𝐼 la corriente que circula por ella.  
Ahora bien, si el elemento levitante es una esfera hecha de un material ferromagnético, se 
tendrá que la 𝐿 varia con la posición de la bola, y la Ec. 5.10 cambiará a:  
𝑈𝑚 =
1
2
𝐿(𝑥)𝐼2 
(5.11) 
Si la posición de la bola es 𝑥 = 𝑖𝑛𝑓 , la inductancia será Lm (valor de la inductancia de la 
bobina) y si es 𝑥 = 0 será 𝐿𝑚 +  𝐿𝑠. Entonces se tiene que la inductancia del sistema bola-
bobina presenta una función decreciente de la distancia 𝑥. La variación de la inductancia entre 
estos dos puntos puede ser descrita de diferentes maneras utilizando varios modelos empíricos; 
el modelo que se utilizará para aproximar dicha variación decreciente será la expresión 
siguiente: 
𝐿(𝑥) = 𝐿𝑚 +
𝐿𝑠
1 +
𝑥
𝑐
 
(5.12) 
En la Ec. 5.12 la variación de la contribución de la esfera a la inductancia es presentada como 
una función racional. Los parámetros característicos del sistema experimental son la constante 𝑐 
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y  𝐿𝑠. Se observa en el denominador que para valores muy pequeños de x el valor de 𝐿(𝑥) 
tiende a 𝐿𝑚 + 𝐿𝑠. 
Ahora, para obtener la fuerza magnética del sistema bobina-esfera, se derivará la Ec. 5.12 
respecto de la posición, resultando: 
𝑓(𝑥, 𝑖) =
𝜕𝑊𝑖
𝜕𝑥
= −
𝐿𝑠𝑐
2
.
𝑖2
(𝑥 + 𝑐)2
= −𝑘
𝑖2
(𝑥 + 𝑐)2
 
 , siendo 𝑘 =
𝐿𝑠𝑐
2
. 
Aplicando la segunda ley de newton, se tiene que la fuerza resultante es igual a la 
suma de fuerzas que actúan sobre el sistema bobina-bola.  
(5.13) 
∑𝐹 = 𝑚. 𝑎 = −𝑘
𝑖2
(𝑥 + 𝑐)2
+𝑚. 𝑔 
(5.14) 
Despejando a de la anterior ecuación, se tiene: 
𝑎 = ?̈? = −
𝑘
𝑚
𝑖2
(𝑥 + 𝑐)2
+ 𝑔 
(5.15) 
 
A continuación se presenta un modelo de variable de estado para hacer una representación 
en el espacio de estados del sistema de control de levitación. Una representación en el espacio 
de estados es el modelo matemático de un sistema físico que se define como un conjunto de 
entradas, salidas y variables de estado relacionadas entre sí por un conjunto de ecuaciones 
diferenciales de primer orden. Las tres variables de estado se muestran en la Ec. 5.16.  La 
primera x1 es la posición, las segunda x2 es la velocidad y la tercera x3 es la corriente que circula 
por la inductancia. Luego, la variable de entrada u es la tensión de la inductancia y la variable de 
salida y1 es la posición que se encuentra la bola.  
Ecuaciones de estado: 
𝑥1 = 𝑥
𝑥2 =
𝑑𝑥
𝑑𝑡
= 𝑥1̇
𝑥3 = 𝑖
}
𝑥1̇ = 𝑥2 = 𝑓1(𝑥, 𝑢)
𝑥2̇ = −
𝑘
𝑚
.
𝑥3
2
(𝑥1 + 𝑐)2
+ 𝑔 = 𝑓2(𝑥, 𝑢)
𝑥3̇ = −
𝑅
𝐿
. 𝑥3 +
𝑢
𝐿
= 𝑓3(𝑥, 𝑢)
 
(5.16) 
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Ecuación de salida: 
𝑦1 = 𝑥1 = ℎ1(𝑥) (5.17) 
Fuerza magnética: 
𝑓(𝑥, 𝑖) = 𝑘.
𝑖2
(𝑥 + 𝑐)2
 
(5.18) 
Tanto k como c dependen de las características del electroimán, geometría, material y masa del 
cuerpo que levita. 
?̈? = −
𝐾
𝑚
.
𝑖2
(𝑥 + 𝑐)2
+ 𝑔 
(5.19) 
0 = −
𝐾
𝑚
.
𝑖2
(𝑥 + 𝑐)2
+ 𝑔 
(5.20) 
Despejando la i se obtiene: 
𝑘
𝑚
.
𝑖2
(𝑥 + 𝑐)2
= 𝑔 ⇒ 𝑘 − 𝑖2 = 𝑚.𝑔. (𝑥 + 𝑐)2 
(5.21) 
𝑖2 =
𝑚. 𝑔
𝑘
. (𝑥 + 𝑐)2 ⇒ 𝑖 = √
𝑚. 𝑔
𝑘
. (𝑥 + 𝑐) 
(5.22) 
𝑖 = √
𝑚. 𝑔
𝑘
. 𝑥 + √
𝑚. 𝑔
𝑘
. 𝑐 
(5.23) 
Si se observa, la relación entre corriente y posición es lineal en el equilibrio, y corresponde a una 
línea recta de la forma 𝑦 = 𝑝. 𝑥 + 𝑏 
𝑦 = 𝑖; 𝑝 = √
𝑚.𝑔
𝑘
; 𝑏 = √
𝑚. 𝑔
𝑘
. 𝑐; 𝑘 =
𝑚. 𝑔
𝑝2
; 𝑐 =
𝑏
√
𝑚. 𝑔
𝑘
 
(5.24) 
Experimentalmente se obtuvo la relación entre corriente y posición variando la posición de la 
esfera. 
Se llevó a cabo una regresión lineal, obteniendo un coeficiente de regresión muy cercano a la 
unidad. 
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𝑦 = 62,89. 𝑥 − 0,323;𝑅2 = 0,9932 (5.25) 
De esta manera usando, 𝑚 = 0,019𝑘𝑔, 𝑔 = 9,81
𝑚
𝑠2
, 𝑝 = 62,89, 𝑏 = −0,323 
𝑘 =
0,019𝑘𝑔. 9,81
𝑚
𝑠2
 
(62,89
𝐴
𝑚)
2
 
= 4,71259.10−5 𝑁.
𝑚2
𝐴2
 
(5.26) 
𝑐 = −
0,323
√
0,019.9,81
4,71.10−5
= −0,005135952 𝑚 
(5.27) 
𝑓(𝑥. 𝑖) = −2,493.10−5 𝑁.
𝑚2
𝐴2
.
𝑖2
(𝑥 − 0,0156 )2
 
(5.28) 
Modelo lineal: 
?̇? = 𝐴. 𝑥 + 𝐵. 𝑢
𝑦 = 𝐶. 𝑥
 (5.29) 
El punto de equilibrio del sistema se define según el punto de operación de elegido. 
𝑥1
∗ = 𝑥0 = 0,015 𝑚 
𝑥2
∗ = 0 𝑚/𝑠 
𝑥3
∗ = √
𝑚.𝑔
𝑘
. (𝑥0 + 𝑐) = 0,609 𝐴 
(5.30) 
𝑢∗ = 𝑅.√
(𝑚.𝑔)
𝑘
. (𝑥0 + 𝑐) = 6,93 𝑉 
(5.31) 
La R se toma un valor aproximado de 11,4 ohms, aunque es un valor que influye con la 
temperatura supondremos que varía poco. 
Para la linealización se empleó el jacobiano. El sistema linealizado alrededor del punto de 
equilibrio es un sistema de tercer orden con matrices A, B y C obtenidos según: 
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𝐴 =
𝜕𝑓(𝑥, 𝑢)
𝜕𝑥
|
𝑥∗,𝑢∗
𝐵 =
𝜕𝑓(𝑥, 𝑢)
𝜕𝑢
|
𝑥∗,𝑢∗
𝐶 =
𝜕ℎ(𝑥)
𝜕𝑥
|
𝑥∗
 
(5.32) 
𝐴 =
(
 
 
 
 
𝜕𝑓1(𝑥, 𝑢)
𝜕𝑥1
𝜕𝑓1(𝑥, 𝑢)
𝜕𝑥2
𝜕𝑓1(𝑥, 𝑢)
𝜕𝑥3
𝜕𝑓2(𝑥, 𝑢)
𝜕𝑥1
𝜕𝑓2(𝑥, 𝑢)
𝜕𝑥2
𝜕𝑓2(𝑥, 𝑢)
𝜕𝑥3
𝜕𝑓3(𝑥, 𝑢)
𝜕𝑥1
𝜕𝑓3(𝑥, 𝑢)
𝜕𝑥2
𝜕𝑓3(𝑥, 𝑢)
𝜕𝑥3 )
 
 
 
 
𝐴 =
(
 
 
0 1 0
2.
𝑘
𝑚
.
𝑥3
∗2
(𝑥1
∗ + 𝑐)3
0 −2.
𝑘
𝑚
.
𝑥3
∗
(𝑥1
∗ + 𝑐)2
0 0 −
𝑅
𝐿 )
 
 
 
(5.33) 
𝐵 =
(
 
 
 
𝜕𝑓1(𝑥, 𝑢)
𝜕𝑢
𝜕𝑓2(𝑥, 𝑢)
𝜕𝑢
𝜕𝑓3(𝑥, 𝑢)
𝜕𝑢 )
 
 
 
= (
0
0
1
𝐿
)𝐶 = (
𝜕ℎ1(𝑥)
𝜕𝑥1
𝜕ℎ1(𝑥)
𝜕𝑥2
𝜕ℎ1(𝑥)
𝜕𝑥3
) = (1 0 0) 
(5.34) 
Se obtiene entonces el sistema linealizado en la forma descrita por las siguientes ecuaciones: 
𝑥𝛿 = 𝐴. 𝑥𝛿 + 𝐵. 𝑢𝛿 (5.35) 
𝑦𝛿 = 𝐶. 𝑥𝛿 (5.36) 
Los parámetros empleados para definir el modelo real se muestran a continuación: 
Tabla 3: Parámetros del sistema de levitación 
R 11,4 Ω 
L 0,08748 H 
𝑥3
∗(𝑐𝑜𝑟𝑟𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒) 0,609 A 
𝑥2
∗(𝑣𝑒𝑙𝑜𝑐𝑖𝑑𝑎𝑑) 0 m/s 
𝑥1
∗(𝑝𝑜𝑠𝑖𝑐𝑖ó𝑛) 0,015 m 
k 0,00004712 𝑁.
𝑀2
𝐴2
 
c -0,005135952 m 
m(Masa) 0,019 kg 
𝑢∗ 6,93 V 
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𝐴 = (
0 1 0
1916,92 0 −31,048
0 0 −130,087
)𝐵 = (
0
0
11,43
)𝐶 = (1 0 0) 
(5.37) 
Función de transferencia de la planta: 
Φ(𝑠) = (𝑠. 𝐼 − 𝐴)−1 (5.38) 
Φ(𝑠) = (𝑠. 𝐼 − 𝐴)−1 = (
𝑠 −1 0
−1916,9 𝑠 31,05
0 0 𝑠 + 130,1
)
−1
 
(5.39) 
𝐺(𝑠) = 𝐶.Φ(𝑠). 𝐵 (5.40) 
𝐺(𝑠) = (1 0 0). (
𝑠 −1 0
−1916,9 𝑠 31,05
0 0 𝑠 + 130,1
)
−1
. (
0
0
11,43
) 
(5.41) 
𝐺(𝑠) = −
354,9
𝑠3 + 130,1. 𝑠2 − 1917. 𝑠 − 249400
 
(5.42) 
La linealización del modelo experimental del sistema se realizó con el programa Matlab 
empleando la función ‘linmod’. Teniendo el modelo no lineal del sistema de levitación diseñado 
en Simulink, se escribió en la ventana de comandos la siguiente instrucción:  
[𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷] = 𝑙𝑖𝑛𝑚𝑜𝑑(′𝑚𝑜𝑑𝑒𝑙𝑜_𝑚𝑎𝑔𝑙𝑒𝑣′, [0.015; 0; 0.609], 6.93)   (5.43) 
La anterior instrucción saca los valores de las matrices A, B, C y D. Una vez hecho esto, el 
siguiente paso es crear el modelo espacio de estados con las matrices evaluadas utilizando la 
función ‘𝑠𝑠’: 
 𝑠𝑦𝑠 = 𝑠𝑠(𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷)      (5.44) 
Guardamos el resultado en la variable 𝑠𝑦𝑠 para luego hallar la función de transferencia.  
Finalmente se utiliza la instrucción ‘tf’ para calcular la función de transferencia de la planta: 
 𝑡𝑓(𝑠𝑦𝑠(1))      (5.45) 
De la función de transferencia en se observa que el sistema es de tercer orden. El sistema no es 
estable, pues tiene un polo en el semiplano derecho s. Empleando la función ‘𝑟𝑙𝑜𝑐𝑢𝑠’ se puede 
representar el lugar geométrico de raíces de la función. Se escribe en la ventana de comandos: 
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𝑟𝑙𝑜𝑐𝑢𝑠(𝑠𝑦𝑠(1))     (5.46) 
Y por pantalla aparece la figura siguiente: 
 
Figura 5.2. Lugar geométrico de las raíces de la función de transferencia G(s) (Fuente: Propia) 
Como se aprecia en la Figura 5.2, la función tiene polos en -130, -43,8 y 43,8. 
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6. Diseño e implementación del controlador PD 
En este capítulo se hará una pequeña introducción a los controladores PID y se explicará de 
una manera sencilla cada una de las etapas que constituye. Esto servirá de aplicación para 
diseñar un regulador de acción Proporcional-Derivativo (PD). A continuación se resolverá 
analíticamente mediante el criterio de Routh-Hurwitz el sistema de la planta con el regulador 
para estudiar la estabilidad del sistema en un punto de operación. De esta manera se obtendrán 
los límites de las ganancias del regulador y se podrán dimensionar los componentes para realizar 
la implementación del PD. Una vez se tenga el circuito de control implementado, se mostrará 
mediante simulación la respuesta del sistema. En el siguiente capítulo, se tendrá el circuito 
completo montado y se verificará su funcionamiento. Finalmente, en resultados experimentales 
se contrastarán los resultados teóricos con los prácticos. 
6.1. Introducción 
La mayoría de las aplicaciones de control de procesos se solucionan empleando un PID. 
Actualmente la mayoría de controladores PID son digitales, pero una implementación analógica 
puede ser mucho más económica y efectiva.  
Existen diferentes configuraciones de PID, pero el más conocido es el tipo paralelo, que es 
el tipo de configuración que se utilizará aquí. 
En la figura x se muestra un diagrama de bloques de un controlador PID paralelo para el 
cual se cumple la siguiente función de transferencia: 
𝑈(𝑠) = 𝑘𝑝 (
1
𝑇𝑖𝑠
+ 𝑇𝑑𝑠) 𝐸(𝑠)     (6.1) 
Donde U(s) es la salida del controlador, kp es la ganancia de la acción proporcional, Ti es la 
constante de tiempo de la acción integral, Td es la constante de tiempo de la acción derivativa y 
E(s) es la señal de error. 
Diseño y construcción de un sistema de levitación magnética gobernado por un regulador analógico 
  36 
 
Figura 6.1. Controlador PID (Fuente: Propia) 
De acuerdo con la expresión anterior, la implementación de la función de transferencia del 
controlador PID requiere de una etapa de ganancia (𝑘𝑝), una etapa integradora ( 1/𝑇𝑖𝑠), una 
etapa derivadora (𝑇𝑑𝑠) y un sumador. Además, para generar la señal de error se necesita un 
amplificador diferencial. 
6.2. Etapa proporcional 
La etapa proporcional del regulador es la etapa más simple, ya que consiste en una 
ganancia (𝑘𝑝) ajustable. Su función es aumentar la velocidad de respuesta y reducir el error en 
estado estacionario del sistema. Esta etapa se puede implementar mediante una configuración 
inversora como la mostrada a continuación en la Figura 6.2. 
 
Figura 6.2. Inversor (Fuente: Propia) 
La ganancia del circuito está dada por: 
𝑉𝑠𝑎𝑙𝑖𝑑𝑎
𝑉𝑒𝑛𝑡𝑟𝑎𝑑𝑎
= −
𝑅2
𝑅1
 
(6.2) 
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6.3. Etapa integradora 
 La etapa integradora la añade capacidad de procesamiento temporal al controlador. Se 
trata de una etapa que guarda la magnitud del error y contribuye a reducir a cero el error en 
estado estacionario. En la Figura 6.3 se muestra el diagrama de una etapa integradora. 
 
Figura 6.3. Integrador (Fuente: Propia) 
La ganancia de esta etapa está dada por: 
𝑉𝑠𝑎𝑙𝑖𝑑𝑎
𝑉𝑒𝑛𝑡𝑟𝑎𝑑𝑎
= −
𝑅2
𝑅1
(
1
𝑅2𝐶𝑠 + 1)
) 
(6.3) 
Donde si 𝑅2𝐶𝑠 ≫ 1, se tiene: 
𝑉𝑠𝑎𝑙𝑖𝑑𝑎
𝑉𝑒𝑛𝑡𝑟𝑎𝑑𝑎
= −
𝑅2
𝑅1
(
1
𝑅2𝐶𝑠
) = −
1
𝜏𝑠
 
(6.4) 
Con  
𝜏 =
𝑅1𝑅2𝐶
𝑅2
= 𝑅1𝐶 
(6.5) 
Y el circuito se aproximará a un integrador ideal. 
6.4. Etapa derivadora 
Integrar una etapa derivadora al controlador mejora la respuesta del sistema, ya que 
permite aumentar la acción proporcional y volver a aumentar la velocidad de repuesta. La 
implementación de esta etapa se muestra en el circuito de la Figura 6.4. 
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Figura 6.4. Derivador (Fuente: Propia) 
La función de transferencia está dada por: 
𝑉0
𝑉𝑖
= −
𝑅1𝐶𝑠
𝑅2𝐶𝑠 + 1
 
(6.6) 
Donde si 𝑅2𝐶𝑠 ≪ 1, entonces la respuesta se aproxima a la de un derivador ideal: 
𝑉0
𝑉𝑖
= −𝑅1𝐶𝑠 = −𝜏𝑑𝑠 
(6.7) 
Donde 𝜏𝑑 = 𝑅1𝐶 es la constante de tiempo del derivador. 
6.5. Etapa sumadora 
De acuerdo a la Figura 6.1, se necesitan dos sumadores. Para determinar el error en el 
sistema es necesario calcular la diferencia entre la entrada y la salida del sistema. Esto se puede 
implementar con una configuración de amplificador diferencial mostrado en la Figura 6.5. 
 
Figura 6.5. Amplificador diferencial (Fuente: Propia) 
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Considerando todas las resistencias iguales, se tiene que: 
𝑉0 = 𝑉𝑖 − 𝑉𝑟𝑒𝑎𝑙𝑖𝑚𝑒𝑛𝑡𝑎𝑐𝑖ó𝑛 (6.8) 
El siguiente sumador es donde se suman las señales de error, la integral del error y la 
derivada del error. Para ello, se utiliza un amplificador sumador inversor como se muestra en la 
Figura 6.6. 
 
Figura 6.6. Sumador (Fuente: Propia) 
El sumador funciona de acuerdo con la siguiente expresión: 
𝑉0 = −𝑅𝑓 (
𝑉𝐴
𝑅1
+
𝑉𝐵
𝑅2
+
𝑉𝐶
𝑅3
) 
(6.9) 
6.6. Criterio de Routh para determinar la estabilidad del sistema 
Dado que la planta por si sola es inestable, hay que incorporar un regulador para hacerla 
estable. Con un lazo cerrado el sistema formado por la planta y el regulador es: 
𝑋(𝑠)
𝑋𝑟(𝑠)
=
𝐶(𝑠)𝐺(𝑠)
1 − 𝐶(𝑠)𝐺(𝑠)
 
(6.10) 
Donde 𝑋(𝑠) es la salida del sistema (posición de la bola) y 𝑋𝑟(𝑠) la posición regulada, siendo 
𝐶(𝑠) = 𝑘𝑝 + 𝑘𝑑𝑠 el regulador PD y 𝐺(𝑠) = −
354,9
𝑠3+130,1.𝑠2−1917.𝑠−249400
  de la Ec. 5.42 la planta. 
La ecuación característica de la función de transferencia del sistema de la Ec. 6.10 servirá 
para analizar la estabilidad del sistema. La ecuación característica es: 
1 − 𝐶(𝑠)𝐺(𝑠) = 0 → 1 − (𝑘𝑝 + 𝑘𝑑𝑠). (−
354,9
𝑠3 + 130,1. 𝑠2 − 1917. 𝑠 − 249400
) 
(6.11) 
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La Ec. 6.11 se podrá simplificar y quedar un polinomio del tipo:  
 𝐷(𝑠) = 𝑎0𝑠
𝑛 + 𝑎1𝑠
𝑛−1 +⋯+ 𝑎𝑛−1𝑠 + 𝑎𝑛 (6.12) 
Quedará de la siguiente manera: 
𝑠3 + 130,1. 𝑠2 − 1917. 𝑠 − 249400− (𝑘𝑝 + 𝑘𝑑𝑠). (−354,9) = 0 (6.13) 
Ordenando por coeficientes la Ec. 6.13 para parecerse a la Ec. 6.12 se tendrá el polinomio: 
𝑠3 + 130,1. 𝑠2 + (354,9𝐾𝑑 − 1917). 𝑠 + (354,9𝐾𝑝 − 249400) = 0 (6.14) 
A continuación se realizará de forma analítica empleando el criterio de Routh para 
determinar las ganancias del regulador 𝑘𝑝 y 𝑘𝑑 que hacen estable al sistema. Se seguirán los 
pasos que se describen en la hoja adjunta de los anexos para determinar la estabilidad de 
sistemas lineales mediante Routh-Hurwitz. 
Las condiciones necesarias de estabilidad según el criterio de Routh son: 
- El polinomio característico debe ser completo: 𝑎𝑘 ≠ 0, 𝑘 = 0,1… , 𝑛 − 1. 
- Todos los coeficientes 𝑎0, 𝑎1, … 𝑎𝑛 deben tener el mismo signo. 
Estas son las primeras condiciones para saber si el sistema es estable. Si alguna de estas dos 
condiciones no se cumplen, el sistema será inestable. 
A partir de los coeficientes del polinomio obtenido en la Ec. 6.14 , se llenan las dos primeras 
filas de la matriz de Routh: 
𝑠3 1 354,9𝐾𝑑 − 1917 0 
𝑠2 130,1 354,9𝐾𝑝 − 249400 0 
A continuación se calculan las siguientes filas de la matriz: 
𝑏1 = −
|
1 354,9𝐾𝑑 − 1917
130,1 354,9𝐾𝑝 − 249400
 |
130,1
=
130,1 ∗ (354,9𝐾𝑑 − 1917) − (354,9𝐾𝑝 − 249400)
130,1
=  −2,728𝑘𝑝 + 354,9𝑘𝑑 
𝑏2 = −
|
1 0
130,1 0
 |
130,1
= 0 
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𝑐1 = −
|
130,1 354,9𝐾𝑝 − 249400
2,728. 𝑘𝑝 − 354,9𝑘𝑑 0
 |
2,728. 𝑘𝑝 − 354,9𝑘𝑑
= −249400 + 354,9𝐾𝑝 
Y la matriz completa de Routh será: 
Tabla 4: Matriz de Routh completa para el sistema considerado 
𝑠3 1 
354,9𝐾𝑑
− 1917 
0 
𝑠2 130,1 
354,9𝐾𝑝
− 249400 
0 
𝑠1 −2,728𝑘𝑝 + 354,9𝑘𝑑 0  
𝑠0 −249400 + 354,9𝐾𝑝   
La condición necesaria de estabilidad es que todos los coeficientes de la primera columna 
de la matriz de Routh tengan el mismo signo. 
Por lo tanto: 
0 < −2,728𝑘𝑝 + 354,9𝑘𝑑 (6.15) 
0 < −249400 + 354,9𝐾𝑝 (6.16) 
Si 249400 − 354,9𝐾𝑝 = 0 → 𝐾𝑝 = 702,73 
Si −2,728𝑘𝑝 + 354,9𝑘𝑑 → 𝑘𝑑 = 5,4 
Para la estabilidad del sistema será necesario que kp > 702,73 y kd > 5,4. Si no se cumple 
esta condición el sistema empezará a tener oscilaciones y podrá volverse inestable. 
6.6.1. Asignación de polos, respuesta temporal y representación en el LGR.  
A continuación se introducirá la técnica de ubicación de polos. Se supondrá que todas las 
variables de estado son medibles y disponibles para su realimentación. A continuación se 
demuestra que si el sistema considerado es controlable, los polos del sistema en lazo cerrado se 
pueden colocar en cualquier posición deseada mediante una realimentación de estado a través 
de una matriz de ganancias de la realimentación de estado.  
Empleando la herramienta de Simulink, se comprueba la controlabilidad del sistema para el 
punto de operación [0.015 𝑚  0 
𝑚
𝑠2 
  0,609 A] usando la instrucción “ctrb” y después”rank”: 
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𝑀 = 𝑐𝑡𝑟𝑏(𝐴, 𝐵); (6.17) 
𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑀) (6.18) 
El resultado de Rank es igual a 3, entonces el sistema considerado será controlable. 
Si se supone que kp = 800 por ejemplo, la kd tendrá que valer según la tercera fila de Routh: 
−2,728𝑘𝑝 + 354,9𝑘𝑑 → 𝑘𝑑 > 6,15 (6.19) 
Así pues se tomará kd = 7 por ejemplo, y se encontrarán los polos siguiendo el siguiente 
procedimiento: 
(𝑠 + 𝑎 + 𝑗𝑎). (𝑠 + 𝑎 − 𝑗𝑎). (𝑠 + 𝑏) (6.20) 
Desarrollando la Ec. 6.20 se tiene: 
(𝑠2 + 2𝑎𝑠 + 2𝑎2). (𝑠 + 𝑏) = 𝑠3 + (2𝑎 + 𝑏)𝑠2 + (2𝑎𝑏 + 2𝑎2)𝑠 + 2𝑎2𝑏 (6.21) 
Según la Ec. 6.21, se igualan los coeficientes del polinomio con los del nuevo polinomio 
característico del sistema con kp=800 y kd=7. El nuevo polinomio con los nuevos valores de 
ganancias utilizando la Ec. 6.14 es: 
𝑠3 + 130,1. 𝑠2 + 567,3𝑠 + 34520 = 0 (6.22) 
Según la Ec. 6.22 se observa que todos los coeficientes del polinomio son positivos, con lo 
cual el sistema es estable. 
Ahora, igualando términos de la Ec. 6.21 con los de la Ec. 6.22, se obtiene: 
2𝑎 + 𝑏 = 130,1 
2𝑎𝑏 + 2𝑎2 = 567,3 
2𝑎2𝑏 = 34520 
(6.23) 
Se tiene un sistema con dos incógnitas y tres ecuaciones. Como se dijo que el sistema era 
controlable, habrá solución para este sistema de ecuaciones. 
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Para hallar los polos del sistema y localizarlos en el LGR (Lugar Geométrico de las Raíces), se 
decidió escribir el siguiente script en Matlab: 
s=tf('s'); 
ki=0; 
kp=800; 
kd=7; 
H=354.9/(s^3+130.1*s^2+(354.9*kd-1917)*s+(354.9*kp-249400)); 
figure 
rlocus(H) 
grid 
G=354.9/(s^3+130.1*s^2-1917*s-249400); 
C=kp+(ki/s)+kd*s; 
Go=feedback(G*C,1) 
zero(Go) 
pole(Go) 
 
Y en la ventana de comandos saldrá lo siguiente: 
 
Los polos del sistema con ganancias kd = 7 y kp = 800 son: 
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𝑝𝑜𝑙𝑜𝑠 = [−127.77 − 1.16+ 16.4 ∗ 𝑖 − 1.16− 16.4 ∗ 𝑖] (6.24) 
 
Figura 6.7. LGR del sistema compensado (Fuente: Propia) 
En la Figura 6.7 se puede ver la localización de los polos encontrados cuando kd=7 y kp=800. 
Para observar la respuesta temporal del sistema frente a una entrada escalón,  se escribe el 
siguiente script: 
s=tf('s'); 
ki=0; 
kp=800; 
kd=7; 
G=354.9/(s^3+130.1*s^2-1917*s-249400); 
C=kp+(ki/s)+kd*s; 
Go=feedback(G*C,1) 
figure 
step(Go) 
Y saldrá una ventana donde se observará la gráfica de la respuesta temporal del sistema 
para una entrada escalón unitario. La figura siguiente muestra el comportamiento del sistema 
durante el régimen transitorio hasta el régimen permanente. 
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Figura 6.8. Respuesta temporal del sistema con kp=800 y kd=7 (Fuente: Propia) 
Según la Figura 6.8, se puede observar que el sistema da una repuesta subamortiguada, 
empieza con unas oscilaciones y acaba estabilizándose al cabo de aproximadamente 3 s. De este 
modo se comprueba la condición de estabilidad de que la kp ha de ser mayor que 702,73 y la kd 
mayor que 5,4. 
Para disminuir el pico que se obtiene en el inicio habrá que aumentar kd para dar una 
respuesta más rápida del sistema. Por ejemplo, si kd=12, escribiendo en el anterior script kd=12 
en lugar de kd=7, se obtiene la Figura 6.9: 
 
Figura 6.9. Respuesta temporal del sistema con kp=800 y kd=12 (Fuente: Propia) 
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Según la Figura 6.9, se observa que la amplitud que se obtiene al principio tiene una 
reducción considerable y que el tiempo de estabilización es de aproximadamente 0,5 s. De esta 
manera se consigue una respuesta más rápida. 
6.7. Diseño del controlador PD 
Una vez se ha comprobado que el sistema se estabiliza alrededor del punto de operación 
elegido, se pasará a implementar un PD, dimensionando todos sus componentes. 
El circuito propuesto, de acuerdo con lo visto anteriormente, sería el siguiente: 
 
Figura 6.10. Circuito analógico del controlador PD (Fuente: Propia) 
El sumador de entrada, el cual genera la señal de error, está formado por el amplificador 
U5A. La señal de retroalimentación proviene de la salida del sensor y se encuentra conectada a 
la entrada no-inversora debido al cambio de signo que sufre la señal al pasar por las etapas del 
controlador. A la salida del sumador diferencial de entrada se conectan dos amplificadores, U7A 
y U8A, los cuales funcionan como amplificador inversor y derivador inversor. Las salidas de estos 
dos amplificadores se suman mediante el amplificador de potencia U13, el cual es un sumador 
inversor y cuya salida alimenta a la planta. Las resistencias R14 y R15 son dos potenciómetros 
para ajustar las ganancias de las etapas proporcional y derivativa al valor deseado. 
Si la ganancia de la etapa proporcional es kp=800: 
𝑘𝑝 =
𝑅14
𝑅10
 
𝑅27
𝑅12
= 800 
(6.25) 
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Si se toma por ejemplo 𝑅10 = 1𝑘Ω , 𝑅27 = 100𝑘Ω  y 𝑅12 = 10𝑘Ω tenemos que 𝑅14 será: 
𝑅14 = 800 ∗
1𝑘Ω ∗ 10𝑘Ω
100𝑘Ω 
= 80𝑘Ω 
(6.26) 
Si se pone un potenciómetro de 100 𝑘Ω en R14, se podrá ajustar a la ganancia kp deseada. 
Si kd=12, se calculará primero el tiempo derivativo Td, que valdrá: 
𝑇𝑑 =
𝑘𝑑
𝑘𝑝
=
12
800
= 15 𝑚𝑠 
(6.27) 
Y Td será: 
𝑇𝑑 = 𝑅15 𝐶1
𝑅27
𝑅13
 
(6.28) 
Si se toma por ejemplo 𝐶1 = 100𝜇𝐹, 𝑅13 = 10𝑘Ω ,  𝑅27 = 100𝑘Ω , se tiene que 𝑅15 será: 
𝑅15 = 15 𝑚𝑠 ∗
10𝑘Ω
100𝑘Ω ∗ 100𝜇𝐹 
= 15 Ω  
(6.29) 
Si se pone un potenciómetro de 100 Ω en R15, se podrá ajustar a la ganancia kd deseada. 
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6.8. Implementación del controlador PD en el prototipo 
Una vez se han dimensionado todos los componentes del regulador, se pasará a la 
construcción del circuito completo del sistema de levitación. El circuito completo está formado 
por diferentes bloques: la fuente de alimentación, el circuito controlador, el driver de corriente, 
el sensor y el electroimán. En la Figura 6.11 se puede ver el circuito completo del sistema de 
levitación magnética junto con el microcontrolador para la visualización de datos, como la 
posición y la corriente.  
 
Figura 6.11. Circuito sistema de levitación magnética (Fuente: Propia) 
La fuente de alimentación tendrá tres salidas, dos salidas alimentarán a ±15 V los 
operacionales y la otra alimentará a +5 V el sensor de infrarrojo, el fototransistor y además, 
también alimentará un micro y un display que servirá para la visualización de datos. En los 
anexos se puede observar el circuito completo diseñado para la fuente de alimentación 
simétrica. 
Por otro lado, para el suministro de corriente al electroimán se utilizará el amplificador 
operacional OPA548. Habrá que tener en cuenta el disipador que se tendrá que poner para que 
no se caliente en exceso y se acabe destruyendo. En los anexos se explica el cálculo realizado 
para elegir el disipador adecuado de acuerdo a la corriente qué tiene que entregar. 
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Finalmente con todos los componentes adquiridos, se procedió a montar el circuito 
completo en una protoboard y quedó como puede verse en la Figura 6.12: 
 
Figura 6.12. Montaje del circuito en una protoboard (Fuente: Propia) 
Se fueron haciendo pruebas ajustando los potenciómetros de la acción proporcional y 
derivativa hasta conseguir que la bola levitara. En la siguiente imagen se tiene una demostración 
de la bola en suspensión. 
 
Figura 6.13. Bola imán levitando (Fuente: Propia) 
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7. Resultados experimentales 
 Una vez probado el prototipo y verificado su funcionamiento, se ajustaron los potenciómetros 
con los valores de las ganancias calculadas anteriormente y se observó que el sistema se estabilizaba.  
Se representó en el osciloscopio la respuesta transitoria del sistema obteniéndose la Figura 7.1: 
 
Figura 7.1. Representación en el osciloscopio de la respuesta del sistema con kp=800 y kd=12 (Fuente: Propia) 
Según la Figura 7.1, el sistema ya está obteniendo una tensión inicial de unos 10 V en la planta y, 
al acercar la bola al sensor, se observa como esta se mantiene en suspensión a una tensión media de 
unos 6,2 V aproximadamente. La corriente empieza valiendo 0,78 A cuando el sensor no detecta la 
bola y 0,554 A cuando sí la detecta. La corriente inicial sirve de apoyo al sistema para ayudar a la bola 
a estabilizarla enseguida y evitar la iniciación de la misma en un valor de referencia 0. Además, se 
puede apreciar el ruido amplificado de la señal y, aunque hay formas de reducir el ruido, como por 
ejemplo colocar una resistencia en las entradas no inversoras de los amplificadores operacionales 
derivadas a masa, no se ha considerado aquí. 
Si se simula el comportamiento del sistema en Matlab con los parámetros de las ganancias 
anteriores, se tendrá la Figura 7.2: 
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Figura 7.2. Simulación en Simulink de la respuesta del sistema con kp=800 y kd=12 (Fuente: Propia) 
Según la Figura 7.2 se observa por simulación que la bola acaba estabilizándose en 0,015 m cuando 
transcurren aproximadamente 100 ms. Si se compara con la Figura 7.1, se puede asimilar la forma de 
la curva entre ambas señales. En la Figura 7.3 se puede ver el diagrama de bloques realizado para 
hacer las simulaciones que representan la estabilidad del sistema. 
 
Figura 7.3. Diagrama realizado en Simulink del sistema completo (Fuente: Propia) 
Según la Figura 7.3, en el diagrama se encuentra el controlador PD, el modelo de espacio de estados 
y la ecuación característica del sensor. Del modelo de estados, salen tres salidas que se pueden 
representar mediante tres visualizadores: posición, velocidad y corriente. 
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Conclusiones 
Una vez finalizado el trabajo se puede concluir que: 
- El sistema de levitación magnética por atracción es inestable por naturaleza sino se coloca un lazo 
de realimentación para lograr su estabilidad. 
- Mediante el LGR se ha podido comprobar que el sistema era inestable y que había que encontrar 
alguna forma de poder compensarlo. Una solución ha sido utilizar un regulador PD. 
-  Se ha estudiado una forma de predecir los parámetros del regulador empleando un método para 
resolver la inestabilidad de los sistemas, y se han hecho simulaciones en Matlab para comprobar que 
el sistema se estabilizaba. 
- Se ha propuesto un circuito para el regulador y se han dimensionado todos los componentes 
necesarios para su implementación. 
- Finalmente se ha construido el sistema de levitación magnética, se ha verificado su funcionamiento 
comparándolo con los resultados teóricos, y se ha podido comprobar que el sistema era capaz de 
estabilizar la bola en una posición determinada.  
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Presupuesto 
A continuación se especifican los costes desglosados por bloques de todos los componentes y 
material utilizados para la construcción del sistema de levitación magnética.  
Cantidad Descripción Precio unidad (€) Precio Total sin 
I.V.A. (€) 
Fuente de alimentación 
2 Cond. Cerámico 330 nF 63 V 0,07 0,14 
1 
Disipador TO220 anodizado 
negro 13x19x10 mm 
0,9670 0,9670 
1 Cond. Poliéster R-5 mm 1 uF 63 V 0,198 0,198 
1 Regulador 15 V 1 A TO220 0,23 0,23 
1 Regulador -15 V 1 A TO220 0,19 0,19 
1 Regulador 5 V 1 A TO220 0,21 0,21 
2 Cond. el.ra.4700uF 35 V 0,805 1,61 
1 Cond. el.ra.2,2uF 100 V 0,03 0,03 
5 
Cond. ceram. multiplaca 100 nF 
63 V 
0,03 0,15 
1 
ARISTON TRAFO ENCAPSULADO 
0-15V 0-15V 24VA 
14,6 14,6 
1 Fus. 200mA 5x20 retardo 0,106 0,106 
1 Portafus. Vertical pcb 5x20 1,95 1,95 
1 Conmut.CI 1C2P 0,75 0,75 
1 Cond. el.ra.1uF 100 V 0,03 0,03 
4 
Diodo rectificador 1N4007 1A 
1000V 
0,01176 0,04704 
2 
Diodo rectificador 1N4004 1A 
400V 
0,01698 0,03396 
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Controlador PD 
1 Pot. Metálico lineal 1 kΩ E=6 mm 0,75 0,75 
1 
Pot. Metálico lineal 10 kΩ E=6 
mm 
0,75 0,75 
1 
Pot. Metálico lineal 100 kΩ E=6 
mm 
0,75 0,75 
7 Res. 10 KΩ tol.1% 1/4W 0,016 0,112 
1 Res. 301 Ω tol.1% 1/4W 0,026 0,026 
2 Quad JFET input OP AMP TL084 0,37 0,74 
1 Display LCD 2x16 led verde 11,5 11,5 
12 Tornillo M-3 6 mm 0,03 0,36 
1 
Caja plástico negra 120x180x50 
mm 
5,28 5,28 
1 Res. 100 KΩ tol.1% 1/4W 0,016 0,016 
1 Pot.aj.25 vuel. Ver. 10 KΩ 1,08 1,08 
1 Res. 1KΩ tol.1% 1/4W 0,016 0,016 
2 Zócalo DIL 16 pins torneado 1,04 2,08 
1 
Pulsador 6x6 Sub-miniatura 5 
mm 
0,09 0,09 
Driver de corriente 
1 OPA548 TO220 7 pines 13,08 13,08 
1 Disipador TO220 15,5°C/W 0,52 0,52 
Sensado: Fotodiodo y fototransistor 
1 
Fototransistor receptor NPN 
BPW40 
0,14 0,14 
Diseño y construcción de un sistema de levitación magnética gobernado por un regulador analógico 
  55 
1 Emisor IR 5 mm TSAL6200 0,1370 0,1370 
1 Pot.aj.25 vuel. Ver. 1 KΩ 1,85 1,85 
Microcontrolador 
2 Tira 40 cts hembra PCB/aerea 0,82 1,64 
1 Res. 47 Ω tol.5% 1/4W 0,016 0,016 
1 I/SP MCU flash 8bit 16F883 2,6 2,6 
1 Octopus sensor de corriente 5A 6,2 6,2 
1 XTAL 20MHz HC49 0,18 0,18 
1 Zócalo 28 c. torneado estrecho 0,89 0,89 
1 Display LCD 2x16 led verde 11,5 11,5 
2 Tira 40 cts hembra PCB/aerea 0,82 1,64 
Planta 
1 Diodo high-speed 100V 0,2A 0,01 0,01 
5 
Carrete hilo cobre esmaltado 0,6 
mm 39 m 2,4 H 
9,11 45,55 
1 Ferrita redonda 10x100 mm 0,9630 0,9639 
2 Ferrita redonda 10x50 mm 1,4 2,8 
1 Madera reciclable   
1 Bola imán permanente 20mm 0,6 0,6 
Material 
1 Placa F.V. topos 2,54 156x90 mm 5,54 5,54 
1 Goma pasamuros 6x9,5x14 mm 0,08 0,08 
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3 Boton negro D14 H16 eje 6 mm 0,77 2,31 
12 Tuerca M-3 0,03 0,36 
12 Tornillo M-3 6 mm 0,03 0,36 
1 
Caja plástico negra 120x180x50 
mm 
5,28 5,28 
TOTAL   130,88 € 
De acuerdo al precio total obtenido, el coste total de todos el materiales y componentes necesarios 
para la realización del sistema de levitación magnética ha sido de 130,88 €.  
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Anexo A: Datasheets 
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Datasheet regulador de tensión L79XX: 
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Ref. http://www.st.com/resource/en/datasheet/l79.pdf   
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Datasheet Regulador de tensión LM78XX: 
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Ref. https://www.mouser.com/ds/2/149/LM7805-1010961.pdf   
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Datasheet Amplificadores Operacionales TL084: 
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Ref. http://www.ti.com/lit/ds/symlink/tl082.pdf  
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Datasheet Amplificador Operacional Potencia OPA548: 
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Ref. http://www.ti.com/lit/ds/symlink/opa548.pdf  
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Datasheet Fototransistor de silicio BPW40: 
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Ref. http://www.datasheetspdf.com/pdf/499826/Telefunken/BPW40/1  
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Datasheet Diodo Emisor Infrarrojo TSAL6200: 
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Ref. https://www.vishay.com/docs/81010/tsal6200.pdf  
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Datasheet del Microcontrolador 16F883: 
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Ref. http://ww1.microchip.com/downloads/en/DeviceDoc/41291D.pdf  
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Datasheet del sensor de corriente ACS712: 
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Ref. https://www.allegromicro.com/es-ES/Products/Current-Sensor-ICs/Zero-To-Fifty-Amp-
Integrated-Conductor-Sensor-ICs/ACS712.aspx    
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Anexo B: Esquemas y cálculos 
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Fuente de alimentación simétrica ±15V y +5V: 
 
 
 
El circuito anterior consiste en una fuente de alimentación con tres reguladores de tensión: el 
LM7915 (-15 V), el LM7805 (+5 V) y el LM7815 (+15 V).  
El LM7915 y LM7815 se utilizan para alimentar los operacionales del regulador PD y, para el 
operacional de alta corriente, el L7815. El LM7805 se utiliza para alimentar el diodo de infrarrojo, el 
fototransistor, el microcontrolador y el LCD. 
Se utiliza un transformador de 24 VA con dos fases de salida de 25 V cada una 
aproximadamente. En la salida del transformador se acopla un puente rectificador con diodos que se 
encarga de rectificar una onda completa en la salida.  
Para poder obtener la tensión de salida deseada a la salida del regulador de tensión, es 
imprescindible acoplar un condensador a su entrada que haga de filtro. De esta manera se genera 
una tensión continua igual al valor de pico de la tensión rectificada.  Será suficiente con poner un 
condensador a las entradas de los reguladores LM7815 y LM7915 de valor 4700 𝜇𝐹 para reducir el 
rizado al máximo. 
El fabricante recomienda, según el regulador, conectar un capacitor de la terminal de entrada a 
tierra de 0,33 𝜇𝐹 para el LM7815 y LM7805, y de 2,2 𝜇𝐹 para el L7015. Y también un condensador de 
salida a tierra de 0,1 𝜇𝐹 para el LM7815 y LM7805, y de 1 𝜇𝐹 para el L7915. La razón de poner estos 
condensadores en las entradas y salidas de los reguladores es para mejorar la estabilidad y la 
respuesta transitoria de la señal. 
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En el circuito del primario del transformador, se coloca un fusible para proteger el circuito de las 
sobrecorrientes. En general se utiliza un fusible de acción lenta, que será el que se usará, debido a la 
sobrecorriente que inicialmente ocurre cuando se activa por primera vez la alimentación. La 
capacidad del fusible se determina con la potencia en la carga de la fuente de alimentación, la cual es 
la potencia de salida.  
Suponiendo que la potencia de entrada es igual que la salida, ignorando las pérdidas de potencia 
en el rectificador y en el transformador, se obtiene una corriente del primario: 
𝐼1 =
24 𝑉𝐴
115 𝑉
= 0,208 𝐴 
La capacidad del fusible debe ser un poco más grande que 0,208 A, por ejemplo de 0,25 A, 
debido a que no se han tenido en cuenta las pérdidas del transformador, y la corriente real por el 
primario puede rondar entre un 5 y un 20% más. 
A pesar de que la corriente del primario se ha medido con un amperímetro y da un valor 
nominal de 0,1 A no habrá problemas con poner un fusible de capacidad de 0,2 A, que será suficiente 
para la corriente que se quiere trabajar en la salida de la fuente de 0-1 A. 
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Cálculo del disipador para el OPA548: 
 Para el cálculo del disipador se tiene en cuenta la potencia máxima del amplificador de 
potencia. Para el sistema de levitación diseñado se tendrá en cuenta que el OPA548 tendrá que 
entregar una corriente como máximo de 0,8 A cuando obtiene una tensión a su salida de 9 V, que es 
el consumo que hay cuando el sensor no está detectando la bola. La potencia del amplificador se 
calculará en base a la siguiente expresión: 
𝑃𝑚 = (𝑉𝑠 − 𝑉0) ∗ 𝐼 = (15 𝑉 − 9 𝑉) ∗ 0,8 𝐴 = 4,8𝑊 
Donde Vs es la tensión de alimentación del operacional. 
 
La máxima temperatura que se tomará como seguridad será de 30°C. A continuación se buscará 
un disipador que pueda mantener la temperatura de unión por debajo de 125°C (150 °C menos 25°C 
por seguridad). Según la hoja de características se tiene que: 
𝜃𝐻𝐴 =
𝑇𝐽 − 𝑇𝐴
𝑃𝐷
− (𝜃𝐽𝐶 + 𝜃𝐶𝐻) 
𝜃𝐻𝐴 =
125°C − 30°C
4,8 𝑊
− (2,5°C + 1°C) = 16,3°C  
Para mantener la temperatura unión por debajo de 125°C, el disipador seleccionado debe tener 
una 𝑅𝜃𝐻𝐴 menos de 16°C.  
Para cumplir con las especificaciones se ha seleccionado el disipador TO220 más adecuado, con una 
𝑅𝜃𝐻𝐴 = 15,5°C. 
 
Figura 0.1. Disipador TO220 para el OPA548 (Fuente: [37]) 
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Anexo C: Programas 
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Anexo D: Tablas 
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